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Faite pas trop
attention aux fautes
dorthographes. La
rédaction reste a
désirer. 22 2
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qu'une correction n'est
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pouvez l'exposer pour
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solution.
Merci et bonne
chance a nous tous.
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Le sujet comporte quatre exercices indépendants répartis sur deux pages.

[Exercice 1| (4 points)

Soit X' un ensemble non vide quelconque. On munit X de la topologie grossiere.

1. Quels sont les parties fermées de X ?

2. Soit A un sous-ensemble non trivial de X, c’est-a-dire A # Qet A # X.
(1) Quel est l'intérieur de A7
(i1) Quelle est I'adhérence de A?

3. Soit r un élément de X. Déterminer I'ensemble des voisinages de z.

(4 points)

Soit (X, d) un espace métrique.
" 1. Montrer qu_é si (z',;},,zu' est une suite de Cauchy de X, alors on a

n_li_‘foc d(zq, Tn41) = 0.

Donner un exemple montrant que la réciproque n’est pas toujours vraie.

2. Soit A un sous-ensemble non vide de X'. On suppose qu‘il existe une constante
7 > 0 telle que quels que soient les éléments a et b distincts de A, on ait

d(a, b) > 1.
Montrer que (A, d) est un espace complet.

|Exercice 3] (5 points)

Soit E'= C([0, 1], R) I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans

R. Pour tout g élément de I, on pose

lolh = [ lotolat



On admettra que I'application g — ||g||: est une norme sur I,
Soit T une application définie sur £ lelle que pour tout g élément de F on ait

T(o)a) = |

1. Montrer que pour tout élément g de I, T'(¢) appartient a IZ.

&

g(D)dt, Ve 0,1,

2. Montrer que T est linéaire et continue.

3. Pour tout entier n > 1, on considere f, ’élément de £ défini par
fulz) =ne™, Yz €0, 1].

(1) Calculer || f,|1 et |T(f=)]l, pour tout entiern > 1.
(ii) Déterminer la norme de 7.

(7 points)

Soient (X, d) un espace métrique et a un élément de X.

Pour tons v et dans AX.onpose:

do(z, y) = d(a, ) + d(a, y) siz#y et dofz,y)=0 siz=uy.
1. Montrer que d, est une distance sur X.
2. Montrer que pour tout nombre réel r > 0, on a By, (a, 7) = Ba(a, 7). Autre-

ment dit, la boule ouverte de centre a et de rayon r pour la distance d, est
égale a la boule ouverte de centre u et de rayon r pour la distance d.

3. Soit r un élément de X tel que = # a.
Montrer qu‘il existe un nombre réel 7 > 0 tel que Bq,(z, r) = {z}.
4. Soit A une partie de X.
(i) Montrer que si a n’appartient pas a A, alors A est un ouvert de X pour
la distance d,. '
(ii) On suppose que a est élément de A.
Montrer que A est un ouvert de X pour d, si et seulement si A est un

voisinage de a pour la distance d.
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Le sujet comporf®quatre exercices indépendants répartis sur deux pages.
(3 points)
Soit X un ensemble non vide quelconque. On munit X de la topologie discréte.
1. Quels sont les parties fermées de X' ?

2. Soit A un sous-ensemble de X.
(7) Quel est l'intérieur de A?
(77) Quelle est 'adhérence de A?

3. Soit z un élément de X. Déterminer 1’ensemble des voisinages de z.

Exercice 2| (5 points)

Soit (X, d) un espace métrique.
17 Monbier que louté suite de Cauchy de X gqui pusséde une sous-sui
gente est convergente.

2. En déduire que si (X, d) est compact alors (X, d) est complet.
Donner un exemple d’espace métrique com}zlet qui n ‘est pas compact.

@\-\') oif empldt marh ” 1) nil pas Gnpee
Exercice 3| (4 points)

Pour tous p, g éléments de N*, on pose

1 1 .
dip, q) =0 si p=gq et d(p, q}=1+5+5 si p#q.

1. Montrer que d est une distance sur N*.

2. Soit f 'application définie sur N* par f(p) = p + 1.
(¢) Montrer que si p # g alors

d(f(p), f(q)) <d(p, q).

(27) Montrer que f n’est pas contractante.



Exercice 4| (8 points)

On munit R de la valeur absolue. On note /' = R[X] 'espace vectoriel des
polyndémes a coefficients réels.
On pose, pour P € E,

et

Ni(P) = :-_;up{|P(:t:)| x € (1, 2]}

No(P) = sup{|P(z)| : z € [0, 1]}.

On suppose que N; est une norme sur E.

On définit sur E I'application ¢ par

W N

. Montrer que @ n’est pas continue sur (£, N;)
n

&(P) = P(0).

. Montrer que N; est une norme sur K.

Montrer que ® est une forme linéaire continue sur (£, N,).

Calculer la norme de ¢.

. oy @7 caa bt £y -
f"']:'." L dihve D
ot ek

i
Indication : Considérer P,(t) = (1 - -2~) , pour tout n € N*.

Les normes N et N, sont-elles équivalentes ? (Justifier votre réponse.)

. SoitU = {P € E : P(0) # 0}.

(¢) Montrer que pour tout € U, la boule ouverte (par rapport & N;) de
centre I’ et de rayon r = |P(0)| notée By,(P, r) estincluse dans U. 7
(17) Que peut-on alors dire de U par rapport a (E, Na)?
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Exercice 1 (5 points)
Soit (E, d) un espace métrique complet. Soit f : X — I une application telle que f2 = fo f
est contractante.

1. Traduire a I'aide des quantificateurs 1’assertion suivante : f# est contractante.
2. Montrer que f admet un unique point fixe.

Exercice 2 (4 points)
Soient (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble non vide de X. On suppose qu'il existe
un nombre réel k > 0 tel que

Vig, b)) e AxA a#b=d(ab) 2k

1. Montrer que (A, d) est un espace complet.
2. En déduire que A est un fermé de X.

3. Pour X = R muni de la valeur absolue, déterminer un sous-ensemble non-vide A de R
et un réel k > () tels que

Vi, )eAxA a#b=>dabd) 2k

Exercice 3 (4 points)

Soit (X, d) un espace métrique. Un sous-ensemble A de X est dit précompact si, pour tout
€ > 0, il existe un recouvrement fini de A par des boules fermées de rayon £ dont les centres
sont des points de A.

1. Montrer que Si X est compact alors il est précompact.

2. En déduire que si A est précompact alors 'adhérence de A notée A est précompact.
Indication : On admettra que pour tous sous-ensembles Eet Fde X, EUF =EUF

Exercice 4 (7 points)
Soit £ = R|X] l'espace des polyndmes & coefficients réels. Sur I on définit une application A/
par

N(P) = supe *|P(z)|.

zz0

On considére 'application 7 : £ — E définie par
YzeR T(P)(z)=Plz+1)
1. Montrer que A est a valeurs dans R*.
2. Montrer que A est une norme sur E.

3. Montrer c.;-ue T est Tinéaire.
4. Montrer que pour tout P élément de F on a

N(T(P)) < eN(P). -
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On attachera la plus grande rigueur i la rédaction. Chaque réponse devra étre
soigneusement argumentée. Aucun point ne sera atiribué a une réponse seulement

partiellement correcte.

Exercice 1 (6 points)
Soit (E, d) un espace métrique. Soit (t, =0 une suite d’éléments de £
1. Montrer que si (ty )n=o est une suite de Cauchy alors elle est bornée.
Montrer a I'aide d'un contre-exemple que la réciproque est fausse. 7
2. Montrer que si (t,),=o est une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente
alors clle est convergente.
3. On suppose a présent que pour tout ¥ € [ et pour tout nombre réel r > 0, la boule
fermée de cenire z et de rayon r cst compacte.
Montrer alors que {E, d) est complet.
Exercice 2 (4 points) )
Soient (X, d) un espace métrique et (a,)yzg une suite d’éléments de X qui converge vers | dans
(X. d). Montrer que 'ensemble K ci-dessous est un compact de X :

K ={a, : neN}u{l}. .
lfé}’;r C&ém;’ﬂ Cu O b )

Exercice 3 (5 points) (
On considére sur R x R I'application d définic par 1, B(0r) = IR
ad ¥ relotl, Blor=
dix, y) = — l g ST
@)= T " T ik
1. Montrer d est une distance sur R. ":}?'

2. Soit v > 0. Déterminer avec précision la boule ouverte de centre 0 et de rayon 7. | ggr) = ¢§

Exercice 4 (5 points)
Soit E l'espace vectoriel des fonctions de classe C' sur [0, 1], & valeurs dans R et vérifiant

f(0) = 0. Sur E, on définit les applications N, et Ny par
Ni(f) = sup |f(z)] et No(f) = sup |f'(z)],
zE[0,1) re[0,1)
ol f' désigne la dérivée de f.
On admet que N est une norme sur F.

1. Montrer que N, est une norme sur F..
2, Montrer qu’il existe une constante C > () telle que pour tout f appartenant a F,

Ni(f) € CN2(f).

. ]

3. A l'aide des fonctions f, (n € N*) définies sur [0, 1] par f,(z) = 'L—, montrer que les
Ti

normes Ny et Ny ne sont pas équivalentes.
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Exercice 1 (6 points)
1 1

Pour tous z et y dans R*, on considére 'application d définie par d(z, y) = |T Z|"

On admet que (R*, d} est un espace métrigue,
1. Déterminer, dans (R*, d), la boule ouverte de centre z = 3 et de rayon r = 1.
2. Montrer que (]0, 1], d) est complet.
3. Montrer que (]0, +oof, d) n'est pas complet.
Exercice 2 (3 points)
Soit (£, d) un espace métrigue.
1. Montrer que si E est compact alors £ est complét.
2. Donner un exemple d’espace métrigque complet et non compact.
Exercice 3 (8 points)
Soit a et b deux nombres réels tels que a < & On note £ = C([a, b], R) V'espace de fonctions
continues de [a, b] dans R, et d : E x E — R définie par

d(f, g) = D, |f(z) — glz)].

zcfa, b

1. Montrer que ¢ est une distance sur 7,
On admettra dans la suite que (F, d) est complet.
2. Soit K : [a, b] x [a, b] — R une application continue et ¢ € E. Pour tout f € E et pour

tout r > 0, on définit
b
&,(f)(z) =7 f K(z, y)fW)dy + $(z).

a) Montrer que pour tout r > 0, ®, est a valeurs dans E.
b) Montrer que pour tout r > 0, ¢, est lipschitzienne.

¢) Pour quelles valeurs de r, @, est-elle contractante ?
d) En déduire que si ¢ prend P'une des valeurs de la question précédente, Péquation

d'inconnue f suivante :
b
Ve ela bl f@)=r [ K @)+ d(a)

admet une unique solution dans F.

Exercice 4 (3 points)
Soit (£, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit qu'une partie C' de [ est convexe si pour tout
(x, y) € € x C et pour tout t € |0, 1],
(1-t)x+tyeC.
Montrer que si €' est convexe alors 'adhérence de C est convexe.

/ - - , ; {7 3 )
\"f-. v LHo 5 C'!(J.-f {erlds Pt le (h r‘-":f'r' rl uj "r“"-.{"-'/lf"",- ’ L}#’ A )
b L

=
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Exercice 1 (4 points) (Extrait d'un TD d'analyse 1 4 'UFR. SFA)
On considere R muni de la valeur absolhe.

[} i s g e I v # .
1. Montrer que I'application f définic par f(x) = ——— est, linschitzienne sur B.
Pl 1+ || E

2. Montrer que si g est une application contimie sur R telle que

lim g(r)=0 et lim g(z)=0,

Tk =03 E—pho0
alors g est bornée.
Exercice 2 (5 points)
Soit £ = C([0, 1], R) I'ensemble des applications continues de [0, 1] dans R. On considére
surE’ x E les applications d et § définies par

d(f, g}=/n /() = g(z)ldz et 5(F, 9}=[D lffﬁgfﬁﬂr)rﬁ‘

On admet yue d est une distance sur E. \
1. Montrer que ¢ est une distance sur E.
2. Montrer que d et & sont équivalentes (métriquement).

Exercice 3 (5 points)
Soit (£, d) un espace métrique.
1. Montrer que toute suite de Cauchy de E est bornée.
2. Montrer que si toute boule fermée de (E, d) est compacte alors (E, d) est complet.

Exercice 4 (6 points)
Soit E'= C([0, 1]. R) I'ensemble des applications continues de [0, 1] dans R. On munit £ de la

1
norme | - || définic par ||f]| = f | f(e)|dt.

On considere 'opérateur & déﬁ%ie sur £ par
o) = [ 1od veep, ).
a

. Montrer que ¢ est a valeurs dans .
Montrer que @ est linéaire et continue.
Pour tout entier naturel n, on considére I'éléménet f,, de £ définic par f.(z) = ne™"=,

Caleuler || o]l et |9 (fu) |-
4. Déterminer la norme d’opérateur de & que l'on notera HEIE

| S
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